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импульсного излучения
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Непараксиальная самофокусировка



Предсказание самофокусировки

«Интересно отметить, что … воздействие луча

интенсивной радиации на среду может быть настолько

сильным, что создастся перепад свойств среды в луче и

вне луча, что вызовет волноводное распространение луча

и устранит геометрическую и дифракционную

расходимости — это интересное явление можно назвать

самофокусировкой электромагнитного луча».

1961г., Г.А. Аскарьян:

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B0%D0%BC%D0%BE%D1%84%D0%BE%D0%BA%D1%83%D1%81%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%BA%D0%B0


Первый эксперимент по наблюдению
самофокусировки лазерного пучка

“…Самосфокусированное в узкую нить излучение лазера оставляло на 
фотобумаге, укрепленной с торца кюветы, четкий след в виде точки…”

Светящиеся каналы  при фокусировке наносекундных импульсов 

на длине волны 1,06 мкм мощностью 20 мВт в кювету 

с циклогексаном (а), ортоксилолом (b). 

Радиус фокусировки 28 мм, длина филамента около 5 см.  

Пилипецкий Н.Ф., Рустамов А.Р., Письма в ЖЭТФ, (1965)



M. Hercher:

Laser-induced Damage in Transparent Media.

Presents the first laboratory observation of self-focusing.

Only the abstract had been published in

J. Opt. Soc. Am., 54, 563 (1964).

Первое наблюдение самофокусировки
(Согласно представлениям за рубежом)

Self-focusing: Past and Present. Fundamentals and Prospects, 

Editors: Boyd R.W., Lukishova S.G., Shen Y. R. 

Topics in Applied Physics, 114, Springer, 2009. 

This paper is published here for the first time in its entirety.



Характерные разрушения

в стекле  при различной фокусировке пучка
0,1 Дж,  10 МВт, ~10 нс

Вверху: короткофокусная линза,  внизу – длиннофокусная

M. Hercher “Laser-induced Damage in Transparent Media”

Self-focusing: Past and Present. Fundamentals and Prospects, 

Editors: Boyd R.W., Lukishova S.G., Shen Y. R. 

Topics in Applied Physics, 114, Springer, 2008,  P.279



Самофокусировка пучка в воздухе 

сходящийся пучок

Korobkin V.V., Alcock A.J. Phys. Rev. Lett., v. 21, 1433 (1968)

коллимированный пучок ( 1012 Вт, 20 пс, 1,06 мкм)

Басов Н.Г., Крюков Н.Г., Сенатский Ю.В., Чекалин С.В. 

Препринт ФИАН СССР № 91 (1969);  ЖЭТФ (1969)

Пятно столь малых размеров не может

быть получено даже при дифракционной

расходимости пучка диаметром ~ 0,5 мм.

Угловая расходимость излучения ~ 3·10-2 рад

Braun A., Korn G., Liu X., Du D., Squier J., 

Mourou G. ”Self-channeling of high-peak-

power femtosecond laser pulses in air”,

Opt. Lett., v. 20, 73 (1995).



CCD - камера

87 м

Ti:Sapphire лазер

Экран

Зеркало 1

Зеркало 2

фс 450 τ

мм 770 .a

нм 800

критпик 20PP 

м 4662

0 ka

W=5-40 mJ

S.L. Chin,  University  Laval, Quebec, Canada, (1997)

Схема эксперимента по наблюдению 

Филаментации в воздухе



Изображение филамента в воздухе  

Вид сбоку

Филамент получен при фокусировке линзой с F=5 м

импульса  энергией 13 мДж  длительностью 45 фс. 

Диаметр филамента 100 мкм

Расстояние в метрах

Chin S.L., et al., Can. J. Phys.,  v. 83, p. 863, (2005).



Временные масштабы явления

10-14

Время, с

10-12

10-10

10-8

10-6

Запаздывающий керровский отклик (tnl  7·10-14 с)

Электронный керровский отклик (tnl  10-15 с )

Многофотонная ионизация азота и кислорода:  1016 см-3

электронов за 2·10-14 с, при интенсивности 4·1013 Вт/cм2

Оптический пробой в воздухе, tnl  2·10-11 с при 1013 – 1014 Вт/cм2

Тепловая нелинейность



Самофокусировка пучка
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Критическая мощность 



13

r

a0

I0

I

 = диф=
0,61
𝑎
0

Геометрооптическое приближение

𝑃𝑐𝑟
го =

π 0,61 22𝑛
0

2𝑛
2

𝑃𝑐𝑟
го =

2π3 0,61 2𝑛
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𝑘2𝑛
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(n0+n2I0 )sin
π
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 2

2
= n0 n2I0 ≈ n0

 2

2

P = πa0
2I0
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Приосевое безаберрационное приближение
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Приосевое безаберрационное приближение

2
𝜕𝑆

𝜕𝑧
+ (𝛻

⊥
𝑆)2 = 

2𝑛
2
𝐼

𝑛
0

+ 
Δ
⊥
A0

𝑘2 A0
𝜕𝐴

0

𝜕𝑧
+ (𝛻⊥𝑆)( 𝛻⊥𝐴0) + 

1

2
A0 Δ⊥𝑆 = 0

Re:

Im:

В осесимметричном случае:

2
𝜕𝑆

𝜕𝑧
+ 

𝜕𝑆

𝜕𝑟

2
= 
2𝑛

2
𝐼

𝑛
0

+ 
1

𝑘2 A0

𝜕2𝐴
0

𝜕𝑟2
+
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𝑟

𝜕𝐴
0

𝜕𝑟

𝜕𝐴
0

𝜕𝑧
+ 
𝜕𝑆

𝜕𝑟

𝜕𝐴
0

𝜕𝑟
+ 
A0

2

𝜕2𝑆

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑆

𝜕𝑟
= 0
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Приосевое безаберрационное приближение

Начальные условия:

𝐴0(r, z = 0) = E0𝑒
−  𝑟

2

2𝑎
2 𝐼 (r, z = 0) = I0𝑒

−  𝑟
2

𝑎
2

Безаберрационное приближение:

𝐴0(r, z) = 
E0
𝑓
𝑒−  𝑟

2

2𝑎2𝑓2 𝐼(r, z) = 
I0
𝑓2
𝑒−  𝑟

2

𝑎2𝑓2

Гауссовский пучок

𝑆(r, z) = 
r2

2

1

𝑓

𝜕𝑓

𝜕𝑧
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑧)

Параболический волновой фронт

f(z) = ?
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Приосевое безаберрационное приближение

Приосевое приближение (r ≪ af ):

𝐼(r, z) = 
I0
𝑓
𝑒−  𝑟

2

𝑎
2
𝑓
2

≈
I0
𝑓2(𝑧)

1 −
r2

𝑎2𝑓2(𝑧)

Подставляя в уравнение для S, получаем

𝑑𝑓2

𝑑(𝑧2)
= −

1
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2
+
1
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2
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2 =

𝑛
0
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2𝑛
2
𝐼
0

𝐿д
2 = (𝑘𝑎2)2

𝑓2(𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝐿нл
2 = 𝐿д

2
𝑛
0
𝑎2

2𝑛
2
𝐼
0

= 𝑘2𝑎4
𝜋𝑛0
2𝑘2𝑛2

= π𝑎2𝐼0

𝑃𝑐𝑟
по =

𝜋𝑛0
2𝑘2𝑛2

𝑃𝑐𝑟
го =

2𝜋3 0,61 2𝑛
0

𝑘2𝑛
2

 
𝑃𝑐𝑟
по

𝑃𝑐𝑟
го ≈ 0,07

f 3
𝑑2𝑓

𝑑(𝑧2)
= −

1

𝐿нл
2 +

1

𝐿д
2
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В безразмерных переменных (опуская штрихи)

Безразмерное нелинейное уравнение 
квазиоптики

𝑃𝑐𝑟
по =

𝜋𝑛0
2𝑘2𝑛2

P0
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Вариационный подход

Решение ищется как функция, минимизирующая

функционал:

Ф[𝐴, 𝐴*] = 0
𝑧
𝑑𝑧  −∞

∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑖

𝜕𝐴

𝜕𝑧
𝐴∗ −

𝜕𝐴∗

𝜕𝑧
𝐴 + 𝐻[𝐴, 𝐴∗]

Гамильтониан системы:

H[𝐴, 𝐴*] = −∞
∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 𝛻⊥𝐴𝛻⊥𝐴

∗ −
𝑅

2
(𝐴𝐴∗)2
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Эквивалентность вариационной 
формулировки

Условие минимума функционала δ
𝐴∗
Ф[𝐴, 𝐴∗] = 0

δ
𝐴∗
Ф[𝐴, 𝐴*] = 0

𝑧∗
𝑑𝑧  −∞

∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑖

𝜕𝐴

𝜕𝑧
δ𝐴∗ − 𝐴

𝜕δ𝐴∗

𝜕𝑧
+ δ

𝐴∗
𝐻[𝐴, 𝐴∗]

Вариация δ𝐴∗ = 0 при z = 0 и z = z*

где δ
𝐴∗
Ф =

𝜕Ф

𝜕𝐴∗
δ𝐴∗

 0
𝑧∗
−𝐴

𝜕δ𝐴∗

𝜕𝑧
𝑑𝑧 = − Aδ𝐴∗ |

0

𝑧
∗

+  0
𝑧∗ 𝜕𝐴

𝜕𝑧
δ𝐴∗𝑑𝑧
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Эквивалентность вариационной 
формулировки

Второе слагаемое

 
0

𝑧∗

𝑑𝑧 δ
𝐴∗
𝐻[𝐴, 𝐴∗]= 

0

𝑧∗

𝑑𝑧 
−∞

∞

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝛻⊥𝐴𝛻⊥δ𝐴
∗ − 𝑅(𝐴𝐴∗)𝐴δ𝐴∗

 
−∞

∞

𝑑𝑦 
−∞

∞

𝑑𝑥
𝜕𝐴

𝜕𝑥
+
𝜕𝐴

𝜕𝑦

𝜕δ𝐴∗

𝜕𝑥
+
𝜕δ𝐴∗

𝜕𝑦
→

→  
−∞

∞

𝑑𝑦
𝜕𝐴

𝜕𝑥
δ𝐴∗|−∞

∞ −  

−∞

∞
𝜕2𝐴

𝜕𝑥2
δ𝐴∗𝑑𝑥

т.к. пучок ограничен

H[𝐴, 𝐴*] = −∞
∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 𝛻⊥𝐴𝛻⊥𝐴

∗ −
𝑅

2
(𝐴𝐴∗)2
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Эквивалентность вариационной 
формулировки

δ
𝐴∗
Ф[𝐴, 𝐴*] = 0

𝑧∗
𝑑𝑧  −∞

∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 2𝑖

𝜕𝐴

𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝐴

𝜕𝑦2
− 𝑅(𝐴𝐴∗)𝐴 δ𝐴∗ =

= 0 ∀ δ𝐴∗

Условие минимума функционала можно 

представить в виде:

δ
𝐴∗
Ф[𝐴, 𝐴*] = 0

𝑧∗
𝑑𝑧 2𝑖

𝜕𝐴

𝜕𝑧
δ𝐴∗ + δ

𝐴∗
𝐻[𝐴, 𝐴∗] =0

Неизменность формы пучка →
𝜕𝐴

𝜕𝑧
= 0   → 𝐻[𝐴, 𝐴∗] = 0

Т.е. критическая мощность из условия

H[𝐴, 𝐴*] = −∞
∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 𝛻⊥𝐴𝛻⊥𝐴

∗ −
𝑅

2
(𝐴𝐴∗)2 = 0
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Вариационная оценка критической мощности
для гауссовского пучка

𝐴0(r, z = 0) = E0𝑒
−  𝑟

2

2𝑎
2

В безразмерных переменных 

𝐴(𝑟, 𝑧) = 𝐴0 / E0 = 𝑒
−  𝑟

2

2=𝑒−  (𝑥
2
+𝑦

2
)
2

H[𝐴, 𝐴*] = −∞
∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝑒−

𝑥2+𝑦2

2

2

−
𝑅

2
𝑒−2(𝑥

2+𝑦2) =

H[𝐴, 𝐴*] = −∞
∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 𝛻⊥𝐴𝛻⊥𝐴

∗ −
𝑅

2
(𝐴𝐴∗)2 = 0

= −∞
∞
𝑑𝑥𝑑𝑦 𝑥2+ 2𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑒−(𝑥

2+𝑦2) −
𝑅

2
𝑒−2(𝑥

2+𝑦2) =

= π - π
𝑅

4
= 0  → R = 4  
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Численная оценка критической мощности

𝐴(𝑟, 𝑧 = 0)=𝑒−  (𝑥2+𝑦2)
2

z



Расстояние самофокусировки

Коллимированный пучок гауссового профиля
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Мода Таунса. Форм-фактор. 

Решение ищем в виде : 𝐴 𝑟, 𝑧 = 𝑒−𝑖γ𝑧𝑇 𝑟
𝑇′ 𝑟 = 0 = 0
T(r→ ∞) = 0
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Эллиптический пучок

𝐴 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0 = 𝐴0𝑒𝑥𝑝 −
𝑥2

2𝑎2
−
𝑦2

2𝑏2
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Линзовые преобразования
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линзовых координатах



Операторы дифференцирования в линзовых координатах
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Вторые производные в линзовых координатах
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Оператор дифракции в линзовых переменных имеет вид:



Производная по продольной координате
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Уравнение самофокусировки инвариантно 

относительно линзовых преобразований!



Начальные условия в линзовых координатах

При fzL  пучок коллимированный

Расстояние самофокусировки для сфокусированного пучка
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Фокусировка импульсов
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a0=1 см
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𝑃0(𝑡) = 𝑃0 𝑚𝑎𝑥exp −
𝑡2

τ2



Дисперсия кубичной нелинейности
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2ε0
χ3

χ3(ω) = χ3(0)(1+𝑎2ω2+𝑎4ω4+…)

χ3(λ) =𝐴 + B/λ2 +… 𝑛2(λ) =𝐴′ + B′/λ2

𝑃𝑐𝑟 = 3,77
λ2𝑛0
8𝜋𝑛2(λ)



Нестационарный отклик

Δ𝑛𝑘 𝑡 = Δ𝑛эл 𝑡 + Δ𝑛вр 𝑡

τэл~10-15с Δ𝑛эл 𝑡 = 𝑛2элI(t)

Δ𝑛вр 𝑡 = Im 𝑛2вр 𝐽=0
𝑛 𝐹𝐽  0

𝑡
𝐼(𝑡 − τ)exp(−𝑖ω𝐽τ

Частота перехода между вращательными уровнями J+2, J:

ω𝐽 = 4πcB(2J+3)

Вращательная постоянная B для N и O см-1

Теория Рамановского рассеяния на вращательных переходах развита

Платоненко В.Т. и др. в Laser Physics, v. 3, 618 (1993)



Нестационарная керровская
нелинейность в воздухе
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H(t) – функция отклика с характерным временем около 70 фс, g=0,5

• Oleinikov P.A., Platonenko V.T., Laser Phys., 3, 618 (1993).

• E.T.J. Nibbering, G. Grillon, M.A. Franco, B.S. Prade, and A. Mysyrowicz, JOSA B, 

v.14, 650 (1997).

• Mlejnek M., Wright E.M., Moloney J.V. Opt. Lett., 23, 382 (1998).

n2 – коэффициент нелинейности для «длинного» импульса (λ=800 нм)

n2 = (1,5 ÷5,6)∙10-19 см2/Вт 
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