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1 Задачи повышенной легкости

Просвещение внедрять с умеренностью,
по возможности избегая кровопролития.

Салтыков-Щедрин

1.1 Замена физике

Предложите, на основе какой области знаний можно было бы
преподавать и наглядно объяснять теорию вероятностей и ма-
тематическую статистику, если бы нельзя было использовать
физику (логистика, энтомология, лингвистика, социология,
генетика, динамика популяций, эпидемиология)

1.2 Рандомные классики

Постройте гистограмму для веро-
ятности попадания хаотически дви-
жущейся частицы в область с дан-
ным номером на рисунке и услов-
ную гистограмму, при условии, что
она в заштрихованной области.

1.3 Гистограмма кубика

Постройте экспериментальную гистограмму для одной из иг-
ральных костей (кубика), насколько успеете. Для этого нуж-
но наращивать ступеньки при выпадении соответствующего
значения. Можно ли по получившемуся результату предска-
зать равномерное распределение?

1.4 Энтропия Бернулли

Докажите, что энтропия распределения Бернулли S = p ln p+

(1− p) ln(1− p) и что она максимальна при p = 1/2.
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1.5 Гистограммы из кубика

Я впустил в свои сны вороненый зрачок конвоя,
жрал хлеб изгнанья, не оставляя корок.
Позволял своим связкам все звуки, помимо воя;
перешел на шепот. Теперь мне сорок.

И. Бродский

Из 40 представленных на рисунке гистограмм, описываю-
щих дискретные случайные величины, только одну нельзя
смоделировать с помощью кубика, на гранях которого пи-
шутся необходимые числа. Найдите эту гистограмму. Также
найдите следующие гистограммы

1) Нулевое среднее

2) Нулевая дисперсия

3) Нулевая энтропия

4) Максимальное среднее

5) Максимальная дисперсия

6) Максимальная энтропия

7) Бернулли

8) Равномерное

9) Симметричное

10) С самым длинным хво-
стом

11) Можно получить из обыч-
ного кубика, если стереть
некоторые точки

12) Если стереть 2 точки

13) Если одну стереть, одну
добавить

14) Ваш вариант свойства
распределения

1.6 Тетраэдр

Найдите математическое ожидание, дис-
персию и энтропию для случайной ве-
личины, полученной с помощью тетраэд-
ра, на гранях которого написаны числа
{−3, −2, 2; 3}.

Что изменится, если там написать
{−300, −200, 200; 300}?
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1.7 Десятигранные кости

Найдите распределение вероятностей для суммы на двух де-
сятигранных костях
(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) и (00, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90). По-

стройте приблизительно гистограмму. Проверьте нормиров-
ку.

1.8 Энтропия равномерного

Докажите, что энтропия равномерного распределения дис-
кретной случайной величины, принимающей n любых непо-
вторяющихся значений, описывается формулой S = lnn

1.9 Имануил Кант

Определите, относительно следующего высказывания И.Канта
в Критике чистого разума Случайным в чисто категориаль-
ном смысле мы называем то, противоречащая противопо-
ложность чего возможна, относится ли оно к любому рас-
пределению или только к распределению Бернулли?

1.10 Бернулли для газа

-- Ты не знаешь! -- подхватил Синяя
Борода. -- Ну, так я знаю! Ты хотела
войти в каморку.

Шарль Перо

Рассмотрим модель двумерного движения N молекул иде-
ального газа в сосуде длиной a и шириной b. Частицы могут
влетать в выделенный объем V ≪ ab через отверстие в пе-
регородке длиной c. Постройте распределение вероятностей
для какой-нибудь из следующих флуктуирующих величин
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1) Величина, равная 1, если одна выделенная частица нахо-
дится в данный момент в выделенном малом объеме V , и
равная 0, если она вне его

2) Величина, равная 1, если последнее столкновение части-
цы со стенкой было именно с левой стенкой (длиной a), и
равная 0, если с другой стенкой

3) Число частиц, оказавшихся в данный момент в выделен-
ном малом объеме V , если N = 1.

4) Величина, равная 1, если горизонтальная проекция скоро-
сти выделенной частицы больше вертикальной, и равная
0, если наоборот

5) Величина, равная 1, если выделенная частица участвовала
в последнем столкновении шариков друг с другом , если
N = 3, и равная 0, если нет

6) Величина, равная 1, если число шариков, оказавшихся в
данный момент в выделенном малом объеме V , равно 200,
и равная 0, если нет. Число частиц N = 400.

1.11 Диалог частиц в объеме с закутком

Напишите небольшой диалог между двумя частицами, дви-
жущимися в некотором объеме и попадающими время от вре-
мени в небольшой выделенный объем, или монолог одной из
них. Отразите в нем статистические закономерности процес-
сов.

1.12 Две частицы в закутке

Найдите распределение числа частиц в выделенном объеме,
если вероятность попасть туда для одной частицы 0.1, а всего
их 2, с помощью простого перебора возможных вариантов, а
потом с помощью биномиального распределения. Постройте
гистограмму. Проверьте нормировку.
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1.13 Гистограмма двух монеток

Карандышев: Уж вы слишком невзыскательны. Кнуров
и Вожеватов мечут жеребий, кому вы достанетесь,
играют в орлянку -- и это не оскорбление?

А. Островский

Постройте экспериментальную гистограмму числа выпаде-
ний орла при бросании двух монеток. Прав ли был Даламбер,
считая, что вероятность выпадения двух орлов равна 1/3?

1.14 Гистограмма трех монеток

Постройте экспериментальную гистограмму числа выпадений
орла при бросании трех монеток.

1.15 Интуитивная вероятность

Найдите соответствия для групп разговорных характеристик
вероятности события (1-5) и математического выражения: А.
P → 0, B. P < 1/2, C. P ≈ 1/2, D. P > 1/2, E P → 1.

Вычеркните или перенесите в другую группу те выражения,
которые, по Вашему мнению, не годятся для данной группы.
Допишите свои.

1) наверняка, обязательно, на все сто, не иначе, во что бы
то ни стало, разумеется, спору нет, как пить дать, хоть
тресни, зуб даю, как штык, кровь из носу, по любому, все-
непременно, стопудово, само собой, несомненно

2) вряд ли, едва ли, вилами на воде писано, сомнительно,
непохоже, не исключено

3) фифти-фифти, авось, шанс есть, а вдруг, может быть, а
если, вроде бы, кто знает, поживем-увидим, как фишка
(карта) ляжет, поди угадай

4) небось, скорей всего, должно быть, судя по всему, к тому
дело идет
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5) невозможно, речи быть не может, когда рак на горе свист-
нет, после дождичка в четверг, никогда, не факт, бабушка
надвое сказала, ни в коем случае, после морковкина заго-
венья, дохлый номер, немыслимо, несбыточно

1.16 Источники случайности

Соедините попарно стрелками или номерами некоторые про-
цессы (явления) и соответствующие им источники случай-
ности, непредсказуемости, нарушения планов и закономер-
ностей. Если источник случайности подходит к нескольким
процессам, то оставьте его для такого процесса, к которому
нет более близкого и очевидного источника.

Составьте такую таблицу для физических явлений

1.17 Да-нет

Найдите информацию, заключенную в 4-х ответах на вопро-
сы, предполагающие ответы ДА и НЕТ. Причем во всех во-
просах вероятность ответа ДА вдвое больше вероятности от-
вета НЕТ.
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2 Дискретные случайные величины

Да будет то свинцом к стопам твоим,
Чтобы ты шел неспешно, как усталый,
И к "да", и к "нет", когда к ним путь незрим;
Затем что между шалых -- самый шалый,
Кто утверждать берется наобум
Иль отрицать с оглядкой слишком малой.

Данте (пер. Лозинского)

2.1 Энтропия против дисперсии

Для дискретной случайной величины возможны три исхода:
n − 1, n, n + 1. Симметричное распределение вероятности:
P (n−1) = (1−p)/2, P (n) = p, P (n+1) = (1−p)/2. Докажите,
что энтропия этого распределения максимальна при p = 1/3,
а дисперсия максимальна при p → 0. В каком случае мы
получаем максимально непредсказуемую величину, а в каком
— значения максимально удаленные от среднего? В каком
пределе обе характеристики будут минимальными?

2.2 Кубик против монетки

На гранях кубика написаны числа −3, −2, −1, 1 , 2, 3, а на
сторонах монетки −3, 3. Постройте гистограммы распреде-
лений вероятностей для обеих случайных величин. Проверьте
нормировку. Определите, у какой из них больше дисперсия, а
у какой — энтропия, сначала приближенно, на глаз. А потом
посчитайте и проверьте свои догадки.

2.3 Кто случайней?

Мне же неумение поможет:
Этот Шифер ни за что не сможет
Угадать, чем буду я ходить.

В. Высоцкий
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Для случайной величины X возможные исходы: -1, 1. Ве-
роятности: P (−1) = 0.5, P (1) = 0.5.

Для случайной величины Y возможные исходы: -1, 0, 1.
Вероятности: P (−1) = 1/3, P (0) = 1/3, P (1) = 1/3. Какая
величина более случайная? При этом важно учесть, что под
случайностью понимается два разных свойства: (1) непред-
сказуемость и (2) удаленность значений от среднего.

2.4 Преобразования гистограмм

На рисунке показано исходное распределение вероятностей
(1)дискретной величины X , а потом несколько способов его
изменения (2 — 6), приводящего к новой величине Y . Опиши-
те эти изменения формулами. Укажите статистические ха-
рактеристики: М (матожидание), Д (дисперсия), Э (энтро-
пия), которые не меняются при этих преобразованиях.

2.5 Приближенные оценки

Для величины Y из предыдущей задачи найдите те случаи,
когда она может быть приближенно описана какой-то про-
стой моделью, например, как равномерно распределенная ве-
личина или распределенная по Бернулли. Для этих случаев
оцените приближенно дисперсию и энтропию.

2.6 Инварианты преобразований

Укажите статистические характеристики: М (матожидание),
Д (дисперсия), Э (энтропия), которые не меняются при сле-
дующих преобразованиях от дискретной случайной величины
X > 0 к величине Y . В ответе может быть от нуля до всех
трех характеристик.

1) Y = X+8 сдвиг гистограммы вправо без изменения формы
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2) Y = {X,−X} добавление симметричной относительно вер-
тикальной оси гистограммы, так, что обе части станут
вдвое ниже

3) Y = 2X сдвиг гистограммы вправо, раздвигание столбцов

4) Y = 2X если X — детерминированная величина

5) Ymax = 2Xmax увеличение максимального значения вдвое
без изменения остальных значений

2.7 Изменение характеристик

Для тех случаев из предыдущей задачи, где это возможно,
укажите, как именно изменится та или иная характеристи-
ка: на сколько или во сколько раз. Изобразите схематично
изменение гистограммы.

2.8 Лево-право

Из-за того, что их было трое, а надзирателей стояло
против них пять, можно было словчить --- выбрать, к
кому из двух правых подойти. Шухов выбрал не
молодого румяного, а седоусого старого.

А. Солженицын

Изобразите схематично дос-
ку Гальтона. Шарик падает
сверху и попадает на штырь-
ки, с каждого может упасть с
равными вероятностями вле-
во или вправо. Нарисуйте
на ней маршрут, задаваемый
последовательностью нулей
(скачок влево) и единиц (ска-
чок вправо) 110010. Запиши-
те в этом коде нарисованный
маршрут.
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2.9 Сведение к Бернулли

Докажите, что любую случайную величину, принимающую
два значения, можно перевести в величину, подчиняющуюся
распределению Бернулли с помощью линейного преобразова-
ния. Как применить к ней известные формулы для статисти-
ческих характеристик распределения Бернулли?

2.10 Кособокость Бернулли

Докажите, что третий центральный момент, он же третий ку-
мулянт, распределения Бернулли имеет вид

⟨(n− ⟨n⟩)3⟩ = p (1− 3p + 2p2)

Что можно сказать относительно того, в какую сторону ги-
стограмма распределения отклоняется от симметричного ви-
да? Подтверждает ли этот результат общее правило для ко-
эффициента асимметрии?

2.11 Дисперсия равномерного

Докажите, что равномерное распределение дискретной вели-
чины, принимающей n идущих подряд целых значений, имеет
дисперсию σ2 = (n2 − 1)/12

2.12 Генерация равномерного

Предложите механизм генерации равнораспределенной целой
случайной величины, принимающей значения, например, от
1 до 37, с помощью игральных костей различной формы так,
чтобы понадобилось минимальное число бросков. Можно пе-
ребрасывать кости, если выпало ненужное значение. Это мо-
жет понадобиться для случайного выбора билета на экзамене.
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2.13 Приключения Самой-Cамой

Перед каждым на виду висит долбица умножения,
а под рукою стирабельная дощечка: все, что
который мастер делает, --- на долбицу смотрит
и с понятием сверяет, а потом на дощечке одно
пишет, другое стирает и в аккурат сводит: что
на цыфирях написано, то и на деле выходит.

Н. Лесков

N молекул идеального газа находятся в сосуде объемом
(площадью) V , в котором мысленно выделили закрашенную
область объемом (площадью) v. Предположим, мы выделили
одну частицу и следим за ней, вычисляя вероятности проис-
ходящих с ней событий. Найдите соответствие получившихся
вероятностей (A — G) событиям (1 — 7). Вероятности

(A)
v

V
, (B)

( v
V

)2 (
1− v

V

)N−2
,

(C)
( v
V

)2 (
1− v

V

)N−2
(N − 1)(N − 2),

(D)
(
1− v

V

)
, (E)

( v
V

)N−2 (
1− v

V

)2
(N − 1),

(F)
( v
V

)2 (
1− v

V

)N−2
(N − 1), (G)

v

V

(
1− v

V

)N−1

1) Она попала в выделенный объем

2) Она не попала в выделенный объем

3) Она оказалась в выделенном объеме одна

4) Она оказалась в выделенном объеме вдвоем вместе с дру-
гой тоже выделенной частицей

5) Она оказалась в выделенном объеме вдвоем вместе с лю-
бой частицей

6) В выделенном объеме было ровно две любые частицы, а
наша выделенная была снаружи
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7) Она оказалась вне выделенного объема вдвоем вместе с
любой частицей, а все остальные частицы в выделенном
объеме

2.14 Молекулы в закутке

Уже в петлях скрипела дверь
И в стены бил прибой с разбега,
И я, как запоздалый зверь,
Вошел последним внутрь ковчега.

М. Волошин

На рисунке показано изначальное (1) состояние N молекул
идеального газа в сосуде объемом (площадью) V , в котором
мысленно выделили закрашенную область объемом (площа-
дью) v. Число молекул n, оказавшихся в некоторый момент
в выделенной области является дискретной случайной вели-
чиной и описывается распределением вероятностей. Укажите
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статистические характеристики: М (матожидание), Д (дис-
персия), Э (энтропия), которые не меняются при следующих
преобразованиях системы. В ответе может быть от нуля до
всех трех характеристик.

1) Перенесение выделенного объема в другую часть сосуда
без изменения его размера

2) Одновременное увеличение числа частиц до 2N и объема
сосуда до 2V , до состояния (2)

3) Увеличение числа частиц до 2N , до состояния (3)

4) Все N атомов соединились в двухатомные молекулы, до
состояния (4). Мы изучаем число атомов в выделенном
объеме

5) В сосуд добавили еще N атомов, а потом все атомы соеди-
нились в двухатомные молекулы, до состояния (5). Мы
изучаем число молекул в выделенном объеме

6) Все атомы стали гораздо большего размера, до состояния
(6), так, что модель идеального газа больше не применима

7) При условиях, что v ≪ V и N ≫ 1, состояние (7), пе-
ренесение выделенного объема в другую часть сосуда без
изменения его размера и увеличение числа частиц до 2N

8) При условиях, что v ≪ V и N ≫ 1, состояние (7), одновре-
менное увеличение числа частиц до 2N и объема сосуда
до 2V , до состояния (8)

9) При условиях, что v ≪ V и N ≫ 1, состояние (7), одно-
временное уменьшение числа частиц до N/2 и увеличение
выделенного объема сосуда до 2v, до состояния (9)

2.15 Изменения статистики

Для тех случаев из предыдущей задачи, где это возможно,
укажите, как именно изменится та или иная характеристи-
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ка: на сколько или во сколько раз. Изобразите схематично
изменение гистограммы.

2.16 Биномиальное против Пуассона

Сравнивая пункты 1 — 6 из той же задачи с пунктами 7 — 9,
опишите различия биномиального распределения (Б) и рас-
пределения Пуассона (П). Укажите, к какому распределению
относится каждое утверждение

1) оно однопараметрическое (задается одним параметром)

2) оно двухпараметрическое

3) оно является частным случаем второго из них

4) зависит только от концентрации частиц и размера выде-
ленного объема

5) переходит в детерминированное с ненулевым значением

6) применимо при малом числе частиц в объеме

2.17 Модификации Гальтона

Изобразите схематично, какое распределение получится в дос-
ке Гальтона, если во время падения шариков

1) сильно трясти доску в горизонтальном направлении?

2) добиться того, чтобы шарики попадали в нее с почти пол-
ностью одинаковыми начальными скоростями и коорди-
натами?

3) чуть-чуть наклонить доску так, что вероятность падения
со штырька влево будет немного больше вероятности па-
дения вправо

4) поставить посередине под самым верхним штырьком вер-
тикальную перегородку так, что шарик, попавший в на-
чале в левую половину не сможет уже попасть в правую
и наоборот, отражаясь от перегородки.
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5) поставить посередине горизонтальную перегородку с дву-
мя отверстиями так, что смогут проходить только шари-
ки, попавшие в эти отверстия. Одно отверстие посередине,
а второе сбоку.

2.18 Диалог частиц Гальтона

Напишите небольшой диалог между двумя частицами в доске
Гальтона или монолог одной из них. Отразите в нем стати-
стические закономерности процессов.

2.19 Число соударений

Для изображений траекторий (А — F) с указанием числа
столкновений за некоторую длину траектории. Найдите со-
ответствующие экспериментальные гистограммы (1 — 6), где
указано число реализаций. Сравните эти гистограммы с тео-
ретическими.

2.20 Пуассон

Найдите математическое ожидание и дисперсию для случай-
ной величины, распределенной по закону Пуассона

Pk =
αke−α

k!
, k ≥ 0

2.21 Физик и Математик

Объясните анекдот: Чем очень старый Физик отличается от
очень старого Математика? Математик помнит еще разло-
жение в ряд экспоненты, а Физик верит, что распределение
Пуассона нормировано. Про какое распределение можно со-
ставить аналогичный анекдот, связанный с биномом Ньюто-
на?
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2.22 Свой Пуассон

Мы обожаем лекции. Мы сидим и смотрим на беднягу
в упор, пока он не собьется. В прошлом семестре
один тип стал икать. Как вы думаете, мистер
Вустер будет икать?

П. Г. Вудхаус

Приведите свои примеры дискретных величин, распреде-
ленных по закону Пуассона. Например, это может быть число
некоторых независимых событий, произошедших за некото-
рый интервал времени. Это удобно изобразить как точки на
оси времени.

2.23 От биномиального к Пуассону

Получите распределение Пуассона P (k) = λke−λ

k! , (k ≥
0) как предельный переход от биномиального распределения
PN(k) = pk(1 − p)N−k N !

k!(N−k)!, (0 ≤ k ≤ N) при N → ∞,
p → 0 и Np = λ = const. Для этого нужно заменить p на
λ/N и использовать второй замечательный предел.

2.24 Пуассон против Равномерного

Из двух строк случайных чисел одна соответствует распреде-
лению Пуассона, а вторая — равномерному. Определите, где
какому. Приблизительно оцените средние значения.

1)
14, 13, 9, 5, 10, 10, 9, 16, 10, 13, 9, 18, 9, 7, 6

3, 4, 2, 2, 5, 2, 4, 4, 1, 2, 4, 2, 3, 4, 3

2)
4, 4, 9, 4, 2, 4, 5, 5, 2, 5, 10, 3, 3, 8, 4

8, 8, 6, 1, 7, 8, 8, 5, 1, 1, 4, 3, 4, 6, 5
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3)
2, 7, 5, 4, 3, 4, 5, 6, 4, 5, 7, 1, 6, 7, 6

9, 11, 9, 14, 11, 16, 6, 7, 7, 10, 8, 11, 6, 7, 5

4)
1, 1, 2, 4, 4, 4, 7, 7, 2, 9, 5, 1, 11, 10, 10

3, 4, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 6, 0, 4, 3, 2, 1, 2

5)
6, 12, 2, 11, 4, 11, 1, 7, 12, 3, 2, 11, 3, 7, 9

6, 7, 14, 3, 10, 13, 12, 9, 7, 8, 9, 11, 6, 9, 11

6)
3, 5, 6, 1, 2, 2, 4, 5, 10, 5, 0, 1, 2, 3, 7

11, 4, 5, 12, 3, 5, 3, 8, 10, 2, 11, 10, 2, 7, 2

7)
38, 6, 8, 6, 7, 3, 5, 1, 8, 1, 2, 8, 4, 5, 3

19, 12, 11, 13, 18, 9, 14, 7, 6, 11, 14, 9, 7, 12, 10

8)
4, 5, 1, 2, 2, 3, 4, 3, 4, 3, 3, 4, 4, 4

3, 6, 7, 4, 6, 7, 1, 6, 1, 2, 6, 5, 2, 5, 6
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3 Переходы между дискретными и непрерыв-
ными случайными величинами

Бескорыстная и безудержная радость
классифицирующего и дефинирующего
рассудка

С. Аверинцев

3.1 Понятность дискретных величин

Построение физической модели часто оказывается более про-
стым и наглядным для дискретного описания. Поэтому ча-
сто искусственно вводятся шаги по времени и пространству.
Или непрерывная величина, например, длина волны света,
описывается в виде дискретного набора интервалов, цвета.
Понимание чего-либо начинается с классификации, то есть
проведения границ между разными видами, типами, катего-
риями. Это свойство человеческого мышления отражено в
повседневном языке. Например, суффикс -ОВАТ- означа-
ет частичность присутствия какого-то признака, неполноту,
необходимость описывать этот признак как непрерывную ве-
личину. Среди следующих слов отделите те, которые нельзя
(неграмотно) использовать с этим суффиксом, и сделайте вы-
вод.

Зеленый, длинный, умный, глухой, толстый,
глупый, зоркий, страшный, плохой, красивый,
глупый, свежий.

3.2 Дискретная против Непрерывной

Важным преимуществом непрерывных величин является воз-
можность вычислений с помощью производных и интегралов.
Поэтому многие физические величины рассматривают и как
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дискретные, и как непрерывные. Следующие величины раз-
делите на те, которые можно описывать только как непрерыв-
ные (Н), только как дискретные (Д) и применять оба описа-
ния (НД):

1) Число частиц идеального газа в выделенном объеме

2) Координата молекулы

3) Энергия двухуровневой квантовой системы

4) Угол вектора скорости

5) Число степеней свободы

6) Размерность пространства

3.3 Условия перехода от дискретной случайной вели-
чины к непрерывной

Вот пример того, что
обычного, часто исполь-
зуемого, условия n ≫
1 недостаточно. Рас-
смотрим число частиц
в выделенном объеме
немного меньшем пол-
ного объема сосуда. То-
гда случайная величина может принимать малый набор зна-
чений с не пренебрежимо малой вероятностью, например,
N,N − 1, N − 2, N − 3. Распределение этой величины стро-
го дискретное. При больших N условие n ≫ 1 выполняется,
но не обеспечивает перехода к непрерывному описанию. До-
кажите, что распределение в равновесном состоянии такое,
чтобы давать Пуассоновское для числа частиц в оставшейся
части объема

P (n) =
λN−n e−λ

(N − n)!
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3.4 Замкнутый круг

Вообще, вопрос о замене дискретного описания на непрерыв-
ное сводится к возможности описать гистограмму гладкой ли-
нией. Критерий

|Pn+1 − Pn| ≪ min[Pn+1, Pn]

будет точным. Но его применение требует знания всего рас-
пределения. А переход к непрерывному описанию для того и
нужен, чтобы найти это распределение с помощью матема-
тического аппарата, основанного на интегрировании и диф-
ференцировании. Получается замкнутый круг. Предложите
свой способ решения этой проблемы.

3.5 Бернулли и Экспоненциальное

Часто дискретные и непрерывные величины связаны так,
что одна из них нужна для описания другой. Например, пред-
ставим частицу, которая движется хаотически и может по-
падать в выделенный объем (n = 1) или выходить из него
(n = 0). Тогда n — дискретная величина, распределенная с
распределением Бернулли. А время t1, в течении которого она
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находится в выделенном объеме, и время t2, в течение кото-
рого она находится вне выделенного объема, — это непрерыв-
ные случайные величины, распределенные экспоненциально
с заданными средними значениями ⟨t1⟩ ⟨t2⟩
1) Запишите распределения для t1 и t2

2) Запишите распределение для n

3) Найдите вероятности в единицу времени для входа части-
цы в выделенный объем и для выхода

4) Какие предположения сделаны для того, чтобы распреде-
ления времен были экспоненциальными? При каких физи-
ческих условиях на движение частицы и свойства сосуда
они выполняются?

5) Что зависит от числа частиц?

6) Что зависит от температуры?

3.6 Барьер против перегородки

Лишь два пути раскрыты для существ,
Застигнутых в капканах равновесья:
Путь мятежа и путь приспособленья.

М. Волошин

Чем процесс из предыдущей задачи про частицу в выделен-
ном объеме отличается от задачи, когда частица хаотически
движется между двумя потенциальными ямами, преодолевая
потенциальный барьер между ними? Как каждая из систем
зависит от температуры? В чем разница равновесных распре-
делений? Как отличаются времена достижения равновесия?

3.7 Электроны к аноду

Электроны подлетают к аноду с одинаковой скоростью v.
Проекции расстояний между соседними (ближайщими) элек-
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тронами на направление, перпендикулярное аноду, являются
независимыми случайными величинами со средним значени-
ем λ. Запишите вероятность того, что за время T ≫ λ/v к
аноду подлетят N электронов.

3.8 Непрерывный Бернулли

Проверьте с помощью формул для непрерывных величин, что
распределение Бернулли, записанное как непрерывное с по-
мощью δ - функции, имеет те же статистические характери-
стики, что и дискретное распределение Бернулли.

3.9 Энтропия отсеков

Вернувшись на тротуар, Страйк закурил и посмотрел
сначала в одну, потом в другую сторону. По его
прикидке на Шарлемонт-роуд было домов двести.
Сколько уйдет времени на то, чтобы постучаться
в каждую дверь?

Р. Гэлбрейт (Дж.К.Роулинг)

Найдите энтропию расположения блуждающей частицы для
всех четырех сосудов, если случайной величиной является но-
мер области по порядку слева направо. Как этот результат
связан с возможностью предсказать, в какой области части-
ца? Докажите, что энтропия координаты как непрерывной
величины одинакова для всех картинок.
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3.10 Два равномерных

Сравните статистические характеристики непрерывного и дис-
кретного равномерных распределений. Когда разница замет-
ней?

3.11 Ширина бинов

Сформулируйте основные правила выбора ширины бинов в
распределении непрерывной величины. Пронумеруйте их в
порядке убывания важности.

3.12 Все дороги ведут к Гауссу

Пользуясь следующим алгоритмом, изучите переходы к гаус-
совскому распределению от (1) Пуассоновского, (2) Биноми-
ального распределения. А затем получите такой же переход
для распределения номера ячейки в доске Гальтона

(1)

1. Раскладываем случайную величину на среднее и флукту-
ацию. Далее будем учитывать, что среднее много больше
флуктуации

n = λ + ξ, (1)

2. Выносим в константу все, что не зависит от флуктуации.
Далее можно будет сбрасывать в эту константу все, что не
нужно для вычислений, с одним только условием, чтобы
это не зависело от флуктуации

λn e−λ

n!
=

λλλξ e−λ

λ!(λ + 1)(λ + 2)...(λ + ξ)
= (2)

= const
λξ

(λ + 1)(λ + 2)...(λ + ξ)
= (3)
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3. Записываем факториалы и показательные функции в виде
произведения

= const
ξ∏

i=1

λ

λ + i
= const

ξ∏
i=1

1 + i

λ

−1

= (4)

4. С помощью экспоненты логарифма превращаем произве-
дение в сумму

const exp

ln ξ∏
i=1

1 + i

λ

−1
 = const exp

− ξ∑
i=1

ln

1 + i

λ


 ≈
(5)

5. Подгоняем логарифм под вид, удобный для разложения в
ряд до линейного члена, с учетом малости флуктуации по
сравнению со средним, и раскладываем

≈ const exp

− ξ∑
i=1

i

λ

 = (6)

6. Суммируем арифметическую прогрессию и учитываем пе-
реход к непрерывным величинам, например, то, что при-
бавлением единицы можно пренебречь

= const exp

−ξ(ξ + 1)

2λ

 ≈ const exp

− ξ2

2λ

 = (7)

7. Приводим к стандартному виду гауссовского распределе-
ния с правильной нормировкой

=
1√
2πλ

exp

−(n− λ)2

2λ

 . (8)

(2)

1. Раскладываем случайную величину на среднее и флукту-
ацию. Далее будем учитывать, что среднее много больше
флуктуации
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n = Np + ξ, (9)

pn (1− p)N−n N !

n!(N − n)!
= (10)

= pNp+ξ (1− p)N−Np−ξ N !

(Np + ξ)!(N −Np− ξ)!
= (11)

pNp+ξ (1− p)N−Np−ξ (N −Np− ξ + 1)(N −Np− ξ + 2)...(N −Np)N !

(Np)!(Np+ 1)(Np+ 2)...(Np+ ξ)(N −Np)!

2. Выносим в константу все, что не зависит от флуктуации.
Далее можно будет сбрасывать в эту константу все, что не
нужно для вычислений, с одним только условием, чтобы
это не зависело от флуктуации

= const (Np)ξ (N −Np)−ξ (N −Np− ξ + 1)(N −Np− ξ + 2)...(N −Np)

(Np+ 1)(Np+ 2)...(Np+ ξ)

3. Записываем факториалы и показательные функции в виде
произведения

= const
ξ∏

i=1

Np

Np + i
·

ξ∏
j=1

N −Np− ξ + j

N −Np
(12)

= const
ξ∏

i=1

1 + i

Np

−1

·
ξ∏

m=1

1− m

N −Np

 = (13)

4. С помощью экспоненты логарифма превращаем произве-
дение в сумму

= const exp ln

 ξ∏
i=1

1 + i

Np

−1

·
ξ∏

m=1

1− m

N −Np


 =
(14)

= const exp

 ξ∑
i=1

ln

1 + i

Np

−1

+
ξ∑

m=1
ln

1− m

N −Np


 ≈

(15)
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5. Подгоняем логарифм под вид, удобный для разложения в
ряд до линейного члена, с учетом малости флуктуации по
сравнению со средним, и раскладываем

≈ const exp

− ξ∑
i=1

i

Np
−

ξ∑
m=1

m

N −Np

 = (16)

6. Суммируем арифметическую прогрессию и учитываем пе-
реход к непрерывным величинам, например, то, что при-
бавлением единицы можно пренебречь

= const exp

−ξ(ξ + 1)

2Np
− ξ(ξ + 1)

2(N −Np)

 ≈ (17)

≈ const exp

− ξ2

2Np(1− p)

 = (18)

7. Приводим к стандартному виду гауссовского распределе-
ния с правильной нормировкой

=
1√

2πNp(1− p)
exp

− (n−Np)2

2Np(1− p)

 . (19)

3.13 Буря мглою

То, как зверь, она завоет,

То заплачет, как дитя,

То по кровле обветшалой

Вдруг соломой зашумит,

То, как путник запоздалый,

К нам в окошко застучит.
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Рассмотрим непрерывную случайную величину ξ, характе-
ризующую степень зашумленности звука в некоторый момент
времени во время бури. Эта зашумленность будет проявлять-
ся в ширине спектра звука. Если это одна нота, то спектр
узкий, чем больше разных частот, тем шире спектр. Для про-
стоты Пушкин сводит эту величину к четырем категориями:
вой, плач, шуршание, стук. То есть заменяет непрерывную
величину ξ на дискретную величину n, принимающую четы-
ре значения. Будем считать, что он перечисляет их в порядке
убывания длительности каждого типа звука и переходы меж-
ду ними происходят случайно. Какая гистограмма (A — F)
приближенно отражает распределение вероятностей n?
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4 Базовые распределения вероятностей в фи-
зике

Varietas delectat --- Разнообразие приятно
(крылатое латинское выражение)

4.1 Норм

Найдите математическое ожидание, дисперсию и энтропию
для случайной величины, распределенной по нормальному
закону

w(x) =
1√
2πσ2

exp

−(x−m1)
2

2σ2

.

4.2 Норм норма

Докажите нормировку нормального зако-
на, не используя кратных интегралов и
якобианов, а с помощью перехода к рас-
пределению Рэлея для двухмерной зада-
чи. Это можно сделать на основе гео-
метрических построений, с учетом того,
что площадь бесконечно тонкого кольца
dS = 2πrdr. Нормировка для распреде-
ления Рэлея считается простой заменой переменной.

4.3 11-мерный газ

Для них, наивных, непоколебимых,
Сомненья наши -- просто вздор и бред.
Мир -- плоскость, нам твердят они, и нет
Ни грана правды в сказках о глубинах.

Г. Гессе

Запишите плотность распределения вероятностей для мо-
дуля скорости 11-мерного идеального газа при температу-
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ре T . Масса молекулы m. Константу нормировки можно не
вычислять. Для этого можно воспользоваться рассуждения-
ми из предыдущей задачи. Переход в двумерное простран-
ство приводит к предэкспоненциальному множителю в пер-
вой степени. Этот множитель описывает тот факт, что коль-
цо с меньшим радиусом имеет меньшую площадь и, соот-
ветственно, меньшую вероятность обнаружить там частицу.
Аналогично тому, как в цирке на первом ряду мало дорогих
мест, а на последнем — много дешевых. Далее этот подход
можно обобщить на случай шаровых слоев для трехмерного
пространства и т. д.

4.4 Перегиб

Докажите, что в нормальном распределении x = σ является
точкой перегиба.

4.5 Двумерный газ

Рассмотрим модель двумерного движения N молекул идеаль-
ного газа в сосуде длиной a и шириной b, при температуре
T . Молекулы представлены шариками радиуса r0, сталкива-
ющимися друг с другом и со стенками по закону упругого
удара. Определите, какой плотностью распределения вероят-
ностей описывается какая-нибудь из следующих флуктуиру-
ющих величин, и оцените ее среднее значение

1) Угол φ между направлением вектора скорости шарика и
осью ОХ

2) Координата шарика x

3) Проекция vx скорости шарика на ось ОХ

4) Модуль скорости v

5) Кинетическая энергия
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4.6 Проекция скорости молекулы

Изобразите схематично нормаль-
ное распределение горизонтальной
компоненты скорости молекулы иде-
ального газа в сосуде на графи-
ке с пустым пространством вокруг.
Изобразите распределение, описы-
вающее ее изменение в результате
процесса на Ваш выбор. Постарай-
тесь соблюсти нормировку. Напри-
мер, если новое распределение ока-
жется шире, то оно должно стать
ниже, чтобы площадь под графи-
ком была примерно такой же

1) Сосуд начал двигаться влево, температура не изменилась

2) Сосуд начал двигаться вправо, температура не изменилась

3) Сосуд начал двигаться влево, температура увеличилась

4) Сосуд начал двигаться влево, температура уменьшилась

5) Сосуд нагрели

6) Сосуд охладили

7) Сосуд начал двигаться вверх, температура увеличилась

8) Сосуд начал двигаться вниз, температура уменьшилась

9) Газ расширился, температура не изменилась

10) Газ сжали, температура не изменилась

11) Газ сжали адиабатически

12) Газ расширился, температура уменьшилась

13) В сосуд добавили более нагретые молекулы

14) В сосуд добавили более холодные молекулы
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15) В сосуд добавили молекулы той же температуры

16) В сосуд добавили молекулы, газ расширился, температу-
ра не изменилась

17) Ваш вариант причин ее изменения.

4.7 Изменение Гаусса

Аналогично предыдущей задаче, изобразите распределение,
описывающее изменение со временем соответствующей слу-
чайной величины на Ваш выбор

1) Размеры области пространства у дна в бесконечно высо-
ком вертикальном цилиндре в поле силы тяжести, содер-
жащей половину всех молекул идеального газа, если тем-
пература уменьшилась

2) Сумма очков на многих кубиках, если к ним добавляются
еще кубики

3) Длина траектории молекулы идеального газа за некото-
рое большое количество столкновений, если увеличилась
плотность частиц

4) Погрешности в научных измерениях детерминированной
величины в связи с использованием лазерных технологий

5) Длина траектории молекулы идеального газа за некото-
рое большое количество столкновений, если увеличилась
температура

6) Флуктуации высоты положения поршня после нагрева га-
за под ним

7) Проекции скоростей молекул, если газ охладили

8) Расстояние от стартовой точки диффундирующей части-
цы с течением времени при одномерном движении

9) Проекция координаты молекулы в параболической потен-
циальной яме, если увеличилась температура
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10) Ваш вариант случайной величины и причин ее измене-
ния.

4.8 Инварианты преобразований

Укажите статистические характеристики: М (матожидание),
Д (дисперсия), Э (энтропия), которые не меняются при пока-
занных на рисунке преобразованиях. В ответе может быть от
нуля до всех трех характеристик.

4.9 Изменение характеристик

Для тех случаев из предыдущей задачи, где это возможно,
укажите, как именно изменится та или иная характеристика.
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4.10 Деформации Гаусса

Изобразите с помощью человечков или стрелочек преобразо-
вания распределений вероятности, приводящие к нарушению
свойств нормального распределения. Укажите, какие из них
соответствуют только нормальному распределению, а какие
любому распределению вероятностей.

4.11 Свойства Гаусса и равномерного

Расставьте у номеров буквы (Г) у тех утверждений, которые
верны для распределения Гаусса, буквы (Р) для равномер-
ных, (ГР), если верно для обоих и ( ), если ни для одного

1. Матожидание соответствует наивероятнейшему значению
...

2. Принимает ненулевые значения в ограниченной области
...

3. Является распределением с наибольшей энтропией из
всех ограниченных распределений ...

4. Является бесконечно-делимым ...
5. Чем ближе значение к среднему, тем вероятней ...
6. Сумма двух величин распределена по треугольному рас-

пределению Симпсона ...
7. Непрерывно убывает с увеличением отклонения от сред-

него ...
8. Приближенно описывает частоту появления каждой циф-

ры в записи числа π ...
9. Симметричное ...
10. Неотрицательное ...
11. Всегда положительное ...
12. Всегда меньше 1 ...
13. Описывает модуль вектора скорости молекулы идеаль-

ного газа ...
14. Записывается с помощью функции Хэвисайда ...
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15. Описывает высоту положения поршня в сосуде с газом
...

16. Сводится предельным переходом к дельта-функции Ди-
рака ...

17. Описывает проекцию вектора скорости молекулы иде-
ального газа ...

18. Интеграл от него описывается элементарной функцией
...

19. Интеграл от него описывается набором линейных функ-
ций ...

20. К этому распределению стремится распределение для
номера ячейки в доске Гальтона ...

21. К этому распределению стремится распределение для
результата выпадения правильного многогранника при уве-
личении числа граней...

22. Описывает угол направления вектора скорости молеку-
лы идеального газа ...

23. Описывает кинетическую энергию молекулы идеально-
го газа ...

24. К этому распределению стремится распределение сум-
мы независимых случайных величин ...

25. Описывает угол падения молекулы идеального газа на
стенку ...

26. Описывает угловую скорость вращающейся броуновской
частицы ...

27. Для значений, бесконечно далеких от среднего стремит-
ся к или равно нулю ...

28. Имеет максимум, похожий на параболу ...
29. Описывает длину свободного пробега между соударени-

ями ...
30. Описывает потенциальную энергию в поле силы тяже-

сти ...
31. Описывает потенциальную энергию в центрифуге ...

41



32. Описывает число частиц, ударившихся о стенку за вре-
мя много большее времени свободного пробега ...

33. Описывает угловую скорость вращающейся броуновской
частицы ...

34. Описывает угол поворота вращающейся броуновской
частицы ...

35. Может быть приближенно заменено косинусом на пье-
дестале ...

36. Описывает вертикальную координату молекулы в за-
мкнутом сосуде в поле силы тяжести при очень большой тем-
пературе ...

37. Описывает число молекул, движущихся со скоростью
большей средней ...

38. Описывает относительную скорость двух молекул иде-
ального газа ...

39. Описывает проекцию относительной скорости ...
40. Описывает модуль скорости молекулы в 3D ...

4.12 Нарушения равномерности

Приведите примеры причин нарушения равномерного рас-
пределения некоторой физической величины. Сформулируй-
те условия, когда это распределение применимо, а когда —
нет. Что происходит с энтропией при нарушении равномер-
ности?

4.13 Деформации распределений

Изобразите с помощью человечков или стрелочек преобразо-
вания распределений вероятности, приводящие к увеличению
(1) матожидания, (2) дисперсии, (3) энтропии, (4) коэффици-
ента асимметрии.
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4.14 Больцман

Частицы распределены в различных сосудах с центрами при-
тяжения и отталкивания. Найдите соответствие состояний га-
за (A — D) и распределений координат (1 — 4)

4.15 Экспонента

Найдите матожидание и дисперсию случайной величины x,
если плотность распределения вероятностей

w(x) =
1

α
exp

(
−x

α

)
.

4.16 Характеристическая функция равномерного

Докажите, что характеристическая функция распределения

w(ϑ) =
1

b− a
,

где ϑ ∈ [a, b], запишется как

C(ω) =
eibω − eiaω

it(b− a)
.

Получите из нее основные характеристики m1 = (a+b)/2, σ2 =

(b− a)2/12.

4.17 Характеристическая функция гаммы

Докажите, что для гамма-распределения характеристическая
функция имеет вид

w(ϑ) =
(ϑ)n−1

Γ(n)αn
exp

−ϑ

α

 θ(ϑ),

запишется так
C(ω) =

1

(1− iωα)n
.
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Получите из нее основные характеристики m1 = nα, σ2 =

nα2.

4.18 Графики гаммы

Определите по графикам гамма-распределения, какие имен-
но значения параметров меняют человечки. Запишите преоб-
разования в виде формул

4.19 От гаммы к Гауссу

Докажите, что при больших значениях параметра формы гамма-
распределение переходит в Гауссовское

4.20 Параметр формы для гаммы

Найдите, какой из двух наборов случайных чисел, подчиняю-
щихся гамма-распределению, соответствует каждому из зна-
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чений параметра формы. Параметр масштаба подобран так,
чтобы матожидания были одинаковыми.

4.21 Сигма экспоненты

Докажите, что для экспоненциального распределения σ2
x =

⟨x⟩2.

4.22 Длина свободного пробега

Рассмотрим последовательность событий во времени или в
пространстве такую, что эти события совершенно не зависи-
мы друг от друга. Например, столкновения частицы, движу-
щейся в среде из других частиц. После каждого столкновения
частица летит по прямой, и вероятность следующего столк-
новения в единицу времени никак не зависит от того, сколько
она уже пролетела. Так же можно сказать, что вероятность
столкновения на единицу пройденного пути p не зависит от
длины этого пути. Тогда p∆x — вероятность столкновения на
некотором малом интервале ∆x. Докажите, что распределе-
ние вероятностей для интервалов между соударениями будет
экспоненциальным

w(x) =
1

λ
exp

(
−x

λ

)
,

4.23 Парадокс длины свободного пробега

Я лично давно уже убедилась, что как бы ни
были нелепы написанные мною выдумки, жизнь,
если захочет, напишет куда нелепее!

Н. Тэффи

Объясните, почему результат предыдущей задачи оказы-
вается контринтуитивным, если наблюдать за блужданием
молекулы идеального газа. На рисунке показана траектория
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частицы, из которой не очень видна монотонная закономер-
ность: чем короче пробег, тем он вероятней. Кроме того, слу-
чайная траектория может иметь любые очертания, например,
напоминать отдыхающего Пушкина.

4.24 Дифференциальная энтропия

Вычислите дифференциальную энтропию −⟨lnw(x)⟩ одного
из распределений: экспоненциальное, нормальное (Гаусса), рав-
номерное, Лапласа. Проверьте, как связаны энтропия и дис-
персия для этого распределения.

4.25 Расстояния между точками

Учитывая результат задач Длина свободного пробега и
Норм норма изобразите схематично распределение рассто-
яний между независимыми соседними точками для двухмер-
ной структуры. Затем так же схематично покажите, как из-
менится это распределение в случае притяжения и отталки-
вания точек. Подберите соответствующую структуру (А — С)
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4.26 Асимметрия и эксцесс

Вычислите для гамма-распределения коэффициенты асим-
метрии или эксцесса и покажите, что они уменьшаются при
росте параметра порядка k

w(x) = Cxk−1 exp
(
−x

α

)
.

Проверьте, что результат соответствует общему правилу, что
при положительном коэффициенте асимметрии левый склон
графика круче чем правый.
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4.27 Зависящие от температуры

Тары-бары растабары,
Изотермы, изобары!

Т. Кибиров

Из всех физических случайных величин, упомянутых в этом
разделе найдите те, чье распределение зависит от температу-
ры. Ответ может выглядеть как: номер задачи, номер пункта
в задаче.

4.28 Температура и дисперсия

Из всех величин из предыдущей
задачи можно ли найти такую, у
которой дисперсия уменьшается с
температурой? Можно ли сформу-
лировать некоторую общую законо-
мерность по этому поводу и указать
границы ее применимости?
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4.29 Исправления Гаусса

Найдите 4 опечатки в формулах решения задачи. Выпишите
те формулы, в которых есть ошибка.

Докажите, что распределение Гаусса является бесконечно
делимым распределением. Найдите матожидание и диспер-
сию суммы двух величин, распределенных по Гауссу.

Бесконечно делимое распределение в теории вероятностей
— распределение случайной величины такой, что она может
быть представлена в виде произвольного количества незави-
симых, одинаково распределенных слагаемых.

Докажем, что сумма двух независимых случайных величин
x = x1+x2, распределенных по Гауссу с матожиданиями m1 и
m2 и дисперсиями σ2

1 и σ2
1, тоже будет распределена по Гауссу.

Есть два способа решения этой задачи. Можно вычислить
свертку из распределений этих величин

w(x) =
∞∫
0

w(x1) w(x− x1) dx1 =

∞∫
0

1√
2πσ2

1

exp

−(x1 −m1)
2

2σ2
1

 1√
2πσ2

2

exp

−(x− x1 −m2)
2

2σ2
2

 dx1.

Мы видим, что этот способ оказывается громоздким, поэто-
му следует применить свойство характеристической функции
суммы независимых величин.

Cx(u) = Cx1(u)Cx2(u).

Характеристические функции обеих величин имеют вид

Cx1(u) = exp (ium1 +
u2σ2

1

2
), Cx2(u) = exp (ium2 +

u2σ2
2

2
).

Получаем характеристическую функцию суммы

Cx(u) = exp (iu(m1 +m2)−
u2(σ2

1 + σ2
2)

2
),
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которая имеет вид характеристической функции гауссовского
распределения с матожиданием m1+m2 и дисперсией σ2

1+σ2
2.

Этот результат можно обобщить на случай суммы n незави-
симых одинаково распределенных величин. Матожидание и
дисперсия суммы будут в n раз больше, чем матожидание и
дисперсия этих величин.

4.30 Исправления гаммы

Найдите 3 опечатки в формулах решения задачи. Выпишите
те формулы, в которых есть ошибка.

Докажите, что гамма-распределение является бесконеч-
но делимым распределением. Найдите матожидание и дис-
персию суммы двух таких величин.

Бесконечно делимое распределение в теории вероятностей
— распределение случайной величины такой, что она может
быть представлена в виде произвольного количества незави-
симых, одинаково распределенных слагаемых.

Докажем, что сумма двух независимых случайных величин
x = x1 + x2, распределенных с гамма-распределениями, с па-
раметрами формы n1 и n2 и одинаковым параметром масшта-
ба α, тоже будет описываться гамма-распределением. Тогда
их матожидания m1 = αn1 и m2 = αn2 и дисперсии σ2

1 = αn2
1

и σ2
2 = αn2

2. Есть два способа решения этой задачи. Можно
вычислить свертку из распределений этих величин

w(x) =
∞∫

−∞
w(x1) w(x− x1) dx1 =

∞∫
−∞

xn1−1
1

Γ(n1)αn1
exp

−x1
α1

 (x− x1)
n2−1

Γ(n2)αn2
exp

−x− x1
α

 dx1.

Мы видим, что этот способ оказывается громоздким, поэто-
му следует применить свойство характеристической функции
суммы независимых величин.
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Cx(u) = Cx1(u)Cx2(u).

Характеристические функции обеих величин имеют вид

Cx1(u) =
1

(1− iuα)n1
, Cx2(u) =

1

(1− iuα)n2
.

Получаем характеристическую функцию суммы

Cx(u) =
1

(1− iuα)n1+n2
,

которая имеет вид характеристической функции гауссовско-
го распределения с матожиданием α(n1 + n2) и дисперсией
α2(n1 + n2). Этот результат можно обобщить на случай сум-
мы m независимых одинаково распределенных величин. Ма-
тожидание и дисперсия суммы будут в m раз больше, чем
матожидание и дисперсия этих величин.

4.31 Исправления относительной скорости

Найдите две опечатки в формулах решения задачи. Выпиши-
те те формулы, в которых есть ошибка.

Найдите распределение модуля относительной скорости
двумерного движения двух частиц.

При решении задач, в которых есть возможность восполь-
зоваться свойствами распределений, упрощающими решение,
будем ими пользоваться. Например, здесь используем то, что
сумма величин, распределенных по Гауссу, тоже распределе-
на по Гауссу с матожиданием m1 +m2 и дисперсией σ2

1 + σ2
2.

Получаем, что проекция на ось ОХ относительной скорости
vx = v2x − v1x будет распределена с Гауссовским распределе-
нием с нулевым средним и двойной дисперсией σ2 = 2σ2

1 =

2kT/m

w(vx) =
1√
2πσ2

exp

−v2x
σ2

.
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То же самое будет и для проекции на ось ОY. Совместное
распределение принимает вид

w(vx, vy) =
1

2πσ2
exp

−v2x + v2y
2σ2

.
Переходим к полярным координатам в пространстве скоро-
стей

w(v, ϕ) = w(vx, vy) =
v

2πσ2
exp

− v2

2σ2

.
Интегрируя по не интересующим нас углам, получаем рас-
пределение Релея.

w(v) =
v

σ2
exp

− v2

2σ2

.
Мы видим, что плотность распределения вероятностей соот-
ветствует большей дисперсии и большему матожиданию для
относительной скорости, чем для просто скорости молекулы,
потому что эта величина имеет больший разброс значений.

4.32 Экспонента

Из приведенных далее случайных величин только одна НЕ
описывается экспоненциальным распределением. Найдите ее

1) Длина свободного пробега

2) Кинетическая энергия молекулы идеального газа при 1D
движении

3) Потенциальная энергия молекулы в симметричном цен-
тральном параболическом поле в 2D пространстве

4) Потенциальная энергия молекулы в поле силы тяжести

5) Время свободного пробега

6) Кинетическая энергия молекулы идеального газа при 2D
движении
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7) Потенциальная энергия молекулы в симметричном цен-
тральном поле с кубической зависимостью от радиуса в
3D пространстве

8) Вертикальная координата молекулы в поле силы тяжести

9) Расстояние от бесконечной положительно заряженной пла-
стины для электронов, находящихся с одной стороны от
нее, при условии возможности пренебречь их взаимодей-
ствием друг с другом

10) Потенциальная энергия электронов рядом с бесконечной
положительно заряженной пластиной, находящихся с од-
ной стороны от нее, при условии возможности пренебречь
их взаимодействием друг с другом
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5 Распределение суммы случайных величин

Кто был самый глупый человек? Афинянин
Кикилион, который сидел на берегу моря
и пытался пересчитать все морские волны.

М.Гаспаров "Занимательная Греция"

5.1 Два кубика

Найдите распределение вероятностей для суммы на двух ку-
биках.

5.2 От Бернулли к Пуассону

Докажите, что распределение Пуассона описывает сумму неза-
висимых величин, распределенных с распределением Бернул-
ли. Какие для этого должны выполняться условия? Будут ли
дисперсия и среднее Пуассона суммой соответствующих па-
раметров для Бернулли?

5.3 Сумма равномерных

Найдите распределение вероятностей для суммы двух незави-
симых, одинаково непрерывно и равномерно распределенных
величин.

5.4 Расстояние

Примените результат предыдущей задачи для того, чтобы
найти проекцию на ось расстояния между молекулами в со-
суде
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5.5 Сумма двух

На рисунке в левом столбце (1 — 6) показаны распределения
вероятностей для суммы двух случайных величин, а в правом
(А — F) показаны гистограммы самих этих величин. Найдите
соответствия.

5.6 Хи-квадрат как кинетическая энергия

Докажите, что распределение хи-квадрат описывает сум-
марную кинетическую энергию молекулы идеального газа в
n−мерном пространстве. При этом нам не важно, описыва-
ет ли эта модель одну частицу в таком пространстве или
N = n/3 частиц в трехмерном пространстве или n одномер-
ных частиц. Математическое описание будет одним и тем же,
но две последние модели проще представить.

5.7 Сумма нормальных

Найдите дисперсию случайной величины x + y, если плот-
ности распределения вероятностей у них одинаковые и нор-
мальные

5.8 Сумма гамм

Найдите распределение вероятностей для суммы двух незави-
симых величин, одинаково распределенных с гамма-распреде-
лением.
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5.9 Сумма экспонент

Докажите, что характеристическая функция гамма-распреде-
ления с параметром формы n является возведенной в n-ю сте-
пень характеристической функцией экспоненциального рас-
пределения с тем же параметром масштаба. О чем это свиде-
тельствует с точки зрения суммирования независимых слу-
чайных величин?

5.10 Суммирование как сглаживание

Можно наблюдать, что распреде-
ление для суммы случайных вели-
чин выглядит все более гладким,
чем больше величин мы склады-
ваем. Это соответствует тому, что
минимумы поднимаются, а макси-
мумы опускаются. Математически
такой процесс описывается уравне-
нием диффузии. Проверьте путем
дифференцирования по времени и по координате распреде-
ления Гаусса с растущей дисперсией

w(x) =
1√

2π2Dxt
exp

− x2

4Dxt

, (20)

что оно является решением уравнения диффузии

∂w(x, t)

∂t
= Dx

∂2

∂x2
w (x, t) . (21)

5.11 Сумма дискретных

В эксперименте складываются одинаковые случайные вели-
чины. На гистограммах изображены исходные распределения
и суммы нескольких величин. Найдите соответствие сумм и
слагаемых.
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6 Экзотические распределения физических ве-
личин

-- Я думал, ты умер... -- вырвалось у него.
-- Одно время я так тоже думал, -- подхватил Форд, -- а потом на пару

недель решил, что я -- лимон. Ужасно повеселился -- все две недели только
и знал, что бултыхался в джин с тоником.
Артур откашлялся. А потом откашлялся еще раз.
-- Где же ты...
-- Отыскал джин с тоником? -- радостно продолжил за него Форд. -- Я

отыскал озерцо, которое думало, что оно джин с тоником, и стал в нем
бултыхаться. По крайней мере, я думаю, что оно думало, что оно джин с
тоником... Есть вероятность, -- добавил он с ухмылкой, от которой самые
хладнокровные люди с воем полезли бы на деревья, -- что мне это всего лишь
примерещилось.

Дуглас Адамс. Жизнь, Вселенная и все остальное

6.1 Симметричная экспонента

Найдите дисперсию случайной величины x, если плотность
распределения вероятностей

w(x) =
1

α
exp

−|x|
α

.

6.2 Распределение по косинусу

Получите необходимые характеристики для распределения
по косинусу, чтобы можно было создать страницу в Вики-
педии

6.3 Соударение со стенкой

В эксперименте измеряется угол столкновения с нижней стен-
кой. Данные собираются добавлением высоты в столбик ги-
стограммы, соответствующий диапазону углов. Столбики нор-
мированы на самый высокий. Расположите гистограммы в
хронологическом порядке. Сравните первую и вторую гисто-
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граммы. Удар какой именно частицы появился на второй ги-
стограмме? Почему столбик появился именно здесь?

6.4 Проекция стукнутых

Частицы в сосуде движутся хаотически с одинаковой посто-
янной по модулю скоростью v и соударяются со стенками.
Запишите плотность распределения вероятностей для проек-
ций скоростей ударяющихся о стенку частиц, параллельных
стенке сосуда.

6.5 хи-квадрат

Найдите математическое ожидание или дисперсию для слу-
чайной величины, распределенной по хи-квадрат, не зная кон-
станту нормировки, но сводя к виду нормировки интеграл

w(x) = Cx
k
2−1 exp

(
−x

2

)
.

6.6 Молекула в многомерном пространстве

Докажите, что распределение вероятностей для кинетической
энергии молекулы идеального газа в k−мерном пространстве
описывается распределением хи-квадрат с показателем фор-
мы k

6.7 Возведение в степень нормального

Найдите распределение вероятностей для величины y = xn,
если x распределена по нормальному закону

6.8 Логарифм от нормального

Найдите распределение вероятностей для величины y = log x,
если x распределена по нормальному закону

63



6.9 Парето

Это распредедение знаменито своими тяжелыми хвостами

w(ϑ) =
nϑn

0

ϑn+1
θ(ϑ− ϑ0).

Докажите, что

m1 =
nϑ0

n− 1
, σ2 =

 ϑ0

n− 1

2 n

n− 2
.

6.10 Вейбул из экспоненты

Докажите, что это распределение получается из экспоненци-
ального заменой x = [(ϑ− ϑ0)/α]

n

w(ϑ) =
n

α

ϑ− ϑ0

α

n−1

exp

−
ϑ− ϑ0

α

n θ(ϑ− ϑ0).

6.11 Вейбул

Докажите, что основные характеристики распределения Вей-
була

m1 = α Γ

1 + 1

n

 + ϑ0, σ2 = α2
Γ

1 + 2

n

− Γ2
1 + 1

n

 .

6.12 Бусы Бохо

На всякие нужды! на всякие вкусы!
Для мальчиков -- пули, для девочек -- бусы.
На всякие жажды! на всякие масти!
Для мальчиков -- игры, для девочек -- страсти.

М. Цветаева

На рисунке представлены последовательности точек в виде
бус. Расстояния между ними распределены с разными рас-
пределениями непрерывных величин. Экспериментальные ги-
стограммы представлены на рисунке. Определите, какие бу-
сы (А-D) им соответствуют. Приближенно оцените значения
параметров соответствующих распределений.
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6.13 Стьюдент

Найдите дисперсию распределения Стьюдента, не зная кон-
станту нормировки, но сводя к виду нормировки интеграл,
при большом значении параметра формы

w(x) = C

1 + x2

n


−n+1

2

.

6.14 Исправления косинуса

Найдите 4 опечатки в формулах решения задачи. Выпишите
те формулы, в которых есть ошибка и подчеркните исправ-
ленный фрагмент.

Найдите характеристическую функцию величины, распре-
деленной по косинусу, и ее моменты.

Распределение по косинусу выглядит следующим образом

w(x) =
1

2
cos (x−m1) θ

(
x−m1 +

π

2

)
θ
(
x +m1 +

π

2

)

Запишем характеристическую функцию, представив коси-
нус через экспоненты мнимого аргумента

C(u) = ⟨eiux⟩ = 1

4

m1+
π
2∫

m1−π
2

(
ei(m1−x) + e−i(m1−x)

)
eiux dx.

Заменяя переменную y = m1 − x, получаем

C(u) =
eium1

4

+π
2∫

−π
2

(
eiy + e−iy

)
e−iuydy.

После интегрирования возвращаемся к тригонометрическим
функциям

C(u) =
eium1

2

ei(1−u)π2 − e−i(1−u)π2

1− u
− ei(1+u)π2 − e−i(1+u)π2

1 + u

 =
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=
eium1

2

sin(1− u)π2
1− u

− sin(1 + u)π2
1 + u

 =
eium1

2

cosuπ
2

1− u
+

cosuπ
2

1 + u



=
eium1 cosuπ

2

1− u2

Характеристическая функция распределения, сдвинутого
на m1, домножается на eium1. Без этого сдвига фурье-образ
четной функции был бы вещественным. Найдем первые мо-
менты из общей формулы для моментов

mn = i−n dn

dun
C(u)

∣∣∣∣∣∣
u=0

.

Первый момент

⟨x⟩ = 1

i
C(u)

im1 −
π sinuπ

2

2 cos uπ
2

+
2u

(1− u2)2


∣∣∣∣∣∣∣
u=0

= m1.

Второй момент

⟨x2⟩ = 1

i2
C(u)

im1 −
π sinuπ

2

2 cos uπ
2

+
2u

(1− u2)2


2
∣∣∣∣∣∣∣∣
u=0

+

+
1

i2
C(u)

− π2

4 cos2 uπ
2

+
2

(1− u2)2
+

8u2

(1− u2)4


∣∣∣∣∣∣∣
u=0

=

= m2
1 +

π2

4
− 2.

Дисперсия будет

σ2
x =

π2

4
− 2 = 0.47.

Интересно сравнить эту дисперсию с дисперсией углов ча-
стицы в двухмерном сосуде. В этом случае распределение бу-
дет равномерным и его дисперсия

σ2
2π = π2/3 = 3.29

много больше дисперсии углов частицы, которая ударилась в
стенку. Мы получили дополнительную информацию об этой
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частице, поэтому условное распределение по углам при усло-
вии, что произошел удар, гораздо уже. Можно провести ана-
логию между этим явлением и квантовым измерением.

6.15 Сдвинутый косинус

Докажите, что характеристическая функция распределения

w(ϑ) =
π

4α
cos

( π

2α
(ϑ− µ)

)
,

где µ − α ≤ ϑ ≤ µ + α, как и для любого симметричного
распределения, запишется как

C(ω) = eiµωA(ω),

где A — вещественная функция. И для данного распределе-
ния она имеет вид

A(ω) =
π2 cosαω

αω(π2 − 4α2ω2)
.

Докажите, что основные характеристики m1 = µ, σ2 =

α2
(
1− 8

π2

)
.

6.16 Косинус на пьедестале

Докажите, что характеристическая функция распределения

w(ϑ) =
1

2α

1 + cos

ϑ− µ

α
π

 ,
где ϑ ∈ [µ− α, µ + α], запишется как

C(ω) = eiµωA(ω),

где A — вещественная функция

A(ω) =
π2 sinαω

αω(π2 − α2ω2)
.

Докажите, что основные характеристики m1 = µ, σ2 =

α2
(
1
3 −

2
π2

)
.
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7 Решения уравнения Фоккера-Планка

Милый друг, иль ты не слышишь,
Что житейский шум трескучий --
Только отклик искаженный
Торжествующих созвучий?

В. Соловьев

7.1 Cтохастические дифференциальные уравнения

Уравнения вида
ẋ + a(x) = b(x)ξ(t) (22)

называются стохастическими дифференциальными уравнени-
ми (СДУ). Здесь функция a(x) описывает детерминирован-
ную динамику системы. Для учета случайных воздействий в
уравнение добавляется шум, а именно, ξ(t) — дельта-коррели-
рованный случайный процесс ⟨ξ(t)ξ(t + τ )⟩ = 2D δ(τ ). Это
означает, что время корреляции равно нулю, а константа D

характеризует интенсивность шума. Кроме того, этот процесс
характеризуется нулевым средним ⟨ξ(t)⟩ = 0. Функция b(x)

описывает зависимость влияния шума на систему от состоя-
ния самой системы. Учитывая, что стационарное распределе-
ние выражается следующим образом

wst(x) =
C

|b(x)|
exp

− 1

D

x∫ a(x′) dx′

b2(x′)

,
где C — константа нормировки, получите стационарное рас-
пределение для уравнений

1

ẋ = −α x +
1

x
ξ(t), (23)

где α = const и x > 0.
2

ẋ = −α x +
√
x ξ(t), (24)
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где α = const и x > 0.
3

ẋ = −α x ln
x

x0
+ α x ξ(t), (25)

где α = const, x0 = const, и x > 0.
4

ẋ = −α

x
x +

α

x
ξ(t), (26)

где α = const и x > 0.

7.2 Гаусс

Докажите, что стационарным решением уравнения Фоккера-
Планка для проекции скорости броуновской частицы будет
распределение Гаусса.

7.3 Сухое трение

Докажите, что стационарным решением уравнения Фоккера-
Планка для проекции скорости броуновской частицы с сухим
трением будет распределение Лапласа (двойное экспоненци-
альное).

7.4 Максвелл

Докажите, что стационарным решением уравнения Фоккера-
Планка для скорости броуновской частицы будет распреде-
ление Максвелла.

7.5 Больцман

Докажите, что стационарным решением уравнения Фоккера-
Планка для координаты броуновской частицы с малой мас-
сой, находящейся в поле потенциальной силы, будет распре-
деление Больцмана.
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7.6 Хаотическое блуждание

Глаза имеешь -- прячь их!
Опасно зрячим быть.
Незрячие незрячих
ведут глазастых бить.

К. Гадаев

Докажите, что для броуновской частицы, совершающей од-
номерное движение, уравнение Фоккера-Планка превращает-
ся в уравнение диффузии.

7.7 Броуновские частицы

На рисунке 4 броуновские частицы начинают движение из
центра круга. Графики (1 — 4) отражают число частиц в вы-
деленном кольце в зависимости от времени и сделаны в раз-
ные моменты времени. Расположите их в порядке возраста-
ния времени измерения и подберите к ним соответствующие
снимки процесса (A — D).

7.8 Вращающаяся броуновская частица

Жил премудрый политик в Сеуле.
Но когда его перевернули

И стали крутить,
"Прошу прекратить", --

Заявил он коллегам в Сеуле
Э.Лир (пер. Г.Кружков)

На рисунке показаны временные зависимо-
сти угла поворота, угловой скорости, углово-
го ускорения и кинетической энергии враща-
ющейся броуновской частицы. Определите,
какой из графиков что описывает.
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7.9 Вращающаяся и Поступательная

Как изменятся графики зависимости скорости и кинетиче-
ской энергии от времени для броуновских частиц (БЧ) : вра-
щающейся и движущейся поступательно в просмотренных де-
монстрациях, если

1 увеличить массу БЧ?

2 увеличить скорость движения частиц среды?

3 уменьшить количество частиц среды?

7.10 Вращающаяся против Поступательной

И когда иногда, вдохновеньем бурля,
Он кричал: ’Заворачивай носом!
Носом влево, а корпусом -- право руля!’ --
Что прикажете делать матросам?

Л. Кэрролл (пер. Г.Кружков)

Напишите небольшой диалог между двумя броуновскими
частицами: вращающейся и движущейся поступательно. От-
разите в нем статистические закономерности процессов.
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8 Основные термины

Вероятность Probability — числовая характеристика степе-
ни возможности появления какого-либо события в определҷн-
ных условиях, которые могут повторяться неограниченное ко-
личество раз

Дельта-функция Delta function — обобщҷнная функция,
которая равна нулю всюду, кроме нуля, и интеграл от которой
по всей числовой оси равен единице

Кумулянты Cumulants — числовые характеристики слу-
чайной величины обладающие свойством аддитивности для
независимых случайных величин

Марковский процесс Markov process — случайный про-
цесс, для которого будущее состояние системы зависит только
от ее текущего состояния и не зависит от того, как система
пришла в это состояние

Нормальное распределение Normal distribution — плот-
ность вероятности имеет вид симметричного колокола, поло-
жение которого на оси определяется математическим ожида-
нием, а ширина дисперсией

Плотность распределения вероятности Probability density
function — функция для непрерывной случайной величины,
интеграл от которой по заданному интервалу дает вероят-
ность того, что величина примет значение из этого интервала

Преобразование Фурье Fourier transform — математиче-
ская операция, которая раскладывает функцию на ее гармо-
нические составляющие, переводя ее из временной области в
частотную

Производящая функция Generating function — статисти-
ческая характеристика, дифференцирование которой позво-
ляет получать факториальные моменты

Пуассоновский процесс Poisson process — простейший
поток случайных событий, для которого вероятность наступ-
ления события на малом интервале времени пропорциональна
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длине этого интервала и не зависит от предыстории. Интер-
валы между событиями имеют экспоненциальное распреде-
ление

Релаксация Relaxation — процесс возвращения возмущҷн-
ной системы в состояние равновесия

Статистический ансамбль Statistical ensemble — мыс-
ленный набор большого числа идентичных копий системы,
находящихся в одинаковых макроскопических условиях, но в
разных возможных микросостояниях

Стохастическое дифференциальное уравнение — Stochas-
tic differential equation дифференциальное уравнение, в кото-
рое входит случайная функция (шум). Описывает эволюцию
системы, подверженной случайным воздействиям

Телеграфный сигнал Telegraph signal — случайный про-
цесс, который скачкообразно меняется между двумя значени-
ями со случайными моментами переключения

Тепловая скорость Thermal velocity — характерная ско-
рость теплового движения частиц (например, среднеквадра-
тичная скорость), определяемая температурой системы

Тепловое движение Thermal motion — беспорядочное, ха-
отическое движение микрочастиц (атомов, молекул), состав-
ляющих вещество. Его интенсивность определяется темпера-
турой

Уравнение Фоккера-Планка Fokker-Planck equation —
дифференциальное уравнение в частных производных, опи-
сывающее эволюцию во времени плотности вероятности на-
хождения системы в определҷнном состоянии

Флуктуация Fluctuation — случайное отклонение физиче-
ской величины от еҷ среднего значения

Фурье-образ Fourier transform — результат применения
преобразования Фурье к функции. Представляет собой ее пред-
ставление в частотной области

Характеристическая функция Characteristic function —
математическое ожидание от экспоненты, мнимый аргумент
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которой умножен на случайную величину. Является преоб-
разованием Фурье плотности распределения вероятности и
полностью его определяет

Центральная предельная теорема Central limit theorem
— фундаментальная теорема теории вероятностей, утвержда-
ющая, что сумма большого числа независимых случайных ве-
личин с конечной дисперсией стремится к нормальному рас-
пределению, независимо от распределения слагаемых

Центральный момент Central moment — момент случай-
ной величины, вычисленный относительно еҷ математическо-
го ожидания

Шум Noise — случайные колебания любой физической при-
роды

76



9 Источники

Многие задачи сделаны на основе интерактивных демонстра-
ций по статистической, созданных студентами ВМК

сmcstatphys.ilc.msu.ru
Распределение скоростей для смеси газов
Физические модели генерации точечных структур на плос-

кости
Распределение расстояний между частицами в сосудах раз-

личной формы
Блуждания частиц с различными распределениями скоро-

стей
Движение частиц в области градиента температур
Взаимодействие диполей в окружении идеального газа
Флуктуации поршня под действием взаимодействующих ча-

стиц
Физические модели в системе осциллирующих рассеивате-

лей под действием силы тяжести
Процессы в газе Ван-дер-Ваальса
Случайное преобразование периодического процесса
Влияние взаимодействия частиц на одномерные случайные

структуры
Одномерное движение Броуновской частицы под действием

шумов различной периодичности
Моделирование энергии нелинейного взаимодействия в мо-

лекуле
Статистика вращения Броуновской частицы
Псевдослучайные структуры точек на поверхности
Построение распределения вероятностей суммы случайных

величин
КПД произвольного цикла
Случайный поиск с несколькими целями
Случайный поиск в задачах разной размерности
Определение периодичности случайной структуры

77



Распределение Больцмана в сосудах различной формы
Бусы в стиле Бохо
Динамика числа частиц в открытом сосуде как модель кван-

товых процессов
Образование островков в результате случайного блуждания

частиц
Равновесное и неравновесное движение поршня
Эффект ускорения Ферми
Разогрев газа в результате периодического движения порш-

ня 3D
Соотношение статистических свойств длины траектории и

числа столкновений
Статистика соударений с фрагментом стенки в математи-

ческом бильярде
Флуктуации плотности в одномерном газе
Эксперимент: время хаотизации частиц в математическом

бильярде в зависимости от кривизны стенки
Соотношение статистических свойств длины траектории и

числа столкновений молекул
Нанокластеры
Газ Лоренца
Длина свободного пробега в смеси двух газов
Газ Лоренца с динамическими силовыми центрами
Соударение частиц со стенками сосуда
Длина свободного пробега
Расширение газа в пустоту
Распределение Больцмана
Энтропия
Броуновское движение и эргодичность
Относительная скорость двух частиц
Флуктуации высоты положения поршня
Флуктуации числа частиц
Доска Гальтона
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